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はじめに

ここでは、以下の 5種類の振り子について、それらのラグランジュ運動方程式をたて、さらに連立の 1階常微分方程

式まで導出する。

1. Double Pendulum — 2重振り子
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2. Double Rigid Pendulum — 2重剛体振り子
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3. Parallel-Multiple Rigid Pendulum — 並列多重剛体振り子
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4. Series-Multiple Pendulum — 直列多重振り子
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5. Series-Multiple Rigid Pendulum — 直列多重剛体振り子
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また、[補足]として、それぞれのハミルトンの正準方程式を導出する。さらに、[発展]として、動座標系として強制振動

される場合についても同様に導出する。
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1 2重振り子

(問題) 2 つのおもりによって構成された 2 重振り子 (Double

Pendulum)がある。これらは重力と逆向きの方向を y軸とする xy

平面上で回転運動するものとする。おもり 1は質量m1で、原点O

に固定された回転軸 O1 から長さ l1 の糸でつるされている。

もうひとつのおもり 2は質量m2で、おもり 1に固定された回

転軸 O2 から長さ l2 の糸でつるされている。

この 2重振り子のラグランジュ運動方程式を記述せよ。また、

計算機シミュレーションなどをしやすいように、求められた 2階常

微分方程式を連立の 1階常微分方程式に変換せよ。

また、この振り子が各々の角速度に比例する抵抗や外力を受け

ている場合においても同様に求めよ。
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(解答) おもり 1,2の y軸に対する角度を θ1, θ2とする。おもり 1の位置G1の座標 (xG1
, yG1

)およびその速度 VG1
の 2

乗は、

xG1
= l1 sin θ1 (1)

yG1
= −l1 cos θ1 (2)

V 2
G1

= ẋ2
G1

+ ẏ2
G1

= (l1θ̇1 cos θ1)
2 + (l1θ̇1 sin θ1)

2

= l21 θ̇
2
1 (3)

となる。おもり 2の位置 G2 の座標 (xG2
, yG2

)およびその速度 VG2
の 2乗は、

xG2
= l1 sin θ1 + l2 sin θ2 (4)

yG2
= −l1 cos θ1 − l2 cos θ2 (5)

V 2
G2

= ẋ2
G2

+ ẏ2
G2

= (l1θ̇1 cos θ1 + l2θ̇2 cos θ2)
2 + (l1θ̇1 sin θ1 + l2θ̇2 sin θ2)

2

= l21θ̇
2
1 + l22 θ̇

2
2 + 2l1l2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2) (6)

となる。ここで、おもり 1の運動エネルギー T1 および位置エネルギー U1 は、

T1 =
1

2
m1V

2
G1

=
1

2
m1l

2
1 θ̇

2
1 (7)

U1 = m1gyG1

= −m1gl1 cos θ1 (8)

また、おもり 2の運動エネルギー T2 および位置エネルギー U2 は、

T2 =
1

2
m2V

2
G2

=
1

2
m2

{

l21 θ̇
2
1 + l22 θ̇

2
2 + 2l1l2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2)

}

(9)

U2 = m2gyG2

= −m2g (l1 cos θ1 + l2 cos θ2) (10)
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となる。この 2重振り子のラグランジュ関数 Lは、

L = T − U

= (T1 + T2)− (U1 + U2)

=
1

2
m1l

2
1 θ̇

2
1 +

1

2
m2l

2
1θ̇

2
1 +

1

2
m2l

2
2 θ̇

2
2

+m2l1l2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2) +m1gl1 cos θ1 +m2g (l1 cos θ1 + l2 cos θ2)

=
1

2
(m1 +m2) l

2
1θ̇

2
1 +

1

2
m2l

2
2 θ̇

2
2

+m2l1l2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2) + (m1 +m2)gl1 cos θ1 +m2gl2 cos θ2 (11)

となる。このラグランジュ関数 Lから θ1, θ2 に関するラグランジュ運動方程式をたてるには、以下の関係式を用いれば

よい。

d

dt

∂L

∂θ̇1
−

∂L

∂θ1
= 0

d

dt

∂L

∂θ̇2
−

∂L

∂θ2
= 0

これを具体的に求めると、

∂L

∂θ̇1
= (m1 +m2) l

2
1θ̇1 +m2l1l2θ̇2 cos(θ1 − θ2)

⇒
d

dt

∂L

∂θ̇1
= (m1 +m2) l

2
1θ̈1 +m2l1l2

{

θ̈2 cos(θ1 − θ2)− θ̇2(θ̇1 − θ̇2) sin(θ1 − θ2)
}

(12)

−
∂L

∂θ1
= m2l1l2θ̇1θ̇2 sin(θ1 − θ2) + (m1 +m2) gl1 sin θ1 (13)

∂L

∂θ̇2
= m2l

2
2θ̇2 +m2l1l2θ̇1 cos(θ1 − θ2)

⇒
d

dt

∂L

∂θ̇2
= m2l

2
2θ̈2 +m2l1l2

{

θ̈1 cos(θ1 − θ2)− θ̇1(θ̇1 − θ̇2) sin(θ1 − θ2)
}

(14)

−
∂L

∂θ2
= −m2l1l2θ̇1θ̇2 sin(θ1 − θ2) +m2gl2 sin θ2 (15)

ゆえに、θ1, θ2 に関するラグランジュ運動方程式は、

(m1 +m2) l
2
1θ̈1 + (m1 +m2) gl1 sin θ1 +m2l1l2

{

θ̈2 cos(θ1 − θ2) + θ̇2
2 sin(θ1 − θ2)

}

= 0 (16)

m2l
2
2θ̈2 +m2gl2 sin θ2 +m2l1l2

{

θ̈1 cos(θ1 − θ2)− θ̇2
1 sin(θ1 − θ2)

}

= 0 (17)

となる。 ¤

ここで、求められた 2階の微分方程式を連立 1階微分方程式に直すため、便宜上以下のようにおく。

C = cos(θ1 − θ2)

S = sin(θ1 − θ2)

m1,2 = m1 +m2

m1,2l
2
1θ̈1 +m1,2gl1 sin θ1 +m2l1l2

(

Cθ̈2 + Sθ̇2
2

)

= 0 (18)

m2l
2
2 θ̈2 +m2gl2 sin θ2 +m2l1l2

(

Cθ̈1 − Sθ̇2
1

)

= 0 (19)

上式を整理すると,

m1,2l
2
1θ̈1 +m2l1l2Cθ̈2 = −m2l1l2Sθ̇

2
2 −m1,2gl1 sin θ1

m2l
2
2θ̈2 +m2l1l2Cθ̈1 = m2l1l2Sθ̇

2
1 −m2gl2 sin θ2
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m1,2l
2
1m2l

2
2 θ̈1 +m2l1l2Cm2l

2
2θ̈2 = −m2l1l2Sm2l

2
2θ̇

2
2 −m1,2gl1 sin θ1m2l

2
2

m2
2l

2
1l

2
2C

2θ̈1 +m2l1l2Cm2l
2
2θ̈2 = m2

2l
2
1l

2
2CSθ̇

2
1 −m2l1l2Cm2gl2 sin θ2

⇓

(m1,2l
2
1m2l

2
2 −m2

2l
2
1l

2
2C

2)θ̈1 = −m2l1l2Sm2l
2
2 θ̇

2
2 −m2

2l
2
1l

2
2CSθ̇

2
1 −m1,2gl1 sin θ1m2l

2
2 +m2l1l2Cm2gl2 sin θ2

m1,2l
2
1m2l1l2Cθ̈1 +m2

2l
2
1l

2
2C

2θ̈2 = −m2
2l

2
1l

2
2CSθ̇

2
2 −m1,2gl1 sin θ1m2l1l2C

m1,2l
2
1m2l1l2Cθ̈1 +m1,2l

2
1m2l

2
2 θ̈2 = m1,2l

2
1m2l1l2Sθ̇

2
1 −m1,2l

2
1m2gl2 sin θ2

⇓

(m2
2l

2
1l

2
2C

2 −m1,2l
2
1m2l

2
2)θ̈2 = −m2

2l
2
1l

2
2CSθ̇

2
2 −m1,2l

2
1m2l1l2Sθ̇

2
1 −m1,2gl1 sin θ1m2l1l2C +m1,2l

2
1m2gl2 sin θ2

θ̈1 =
−m2l1l2Sm2l

2
2 θ̇

2
2 −m2

2l
2
1l

2
2CSθ̇

2
1 −m1,2gl1 sin θ1m2l

2
2 +m2

2gl1l
2
2C sin θ2

m1,2l
2
1m2l

2
2 −m2

2l
2
1l

2
2C

2
(20)

θ̈2 =
−m2

2l
2
1l

2
2CSθ̇

2
2 −m1,2l

2
1m2l1l2Sθ̇

2
1 −m1,2m2gl

2
1l2C sin θ1 +m1,2l

2
1m2gl2 sin θ2

m2
2l

2
1l

2
2C

2 −m1,2l
2
1m2l

2
2

(21)

となる。さらに、

ϑ1 = θ̇1, ϑ2 = θ̇2

とおくことにより以下の連立 1階微分方程式を得る。

θ̇1 = ϑ1 (22)

θ̇2 = ϑ2 (23)

ϑ̇1 =
−m2l1l2Sm2l

2
2ϑ

2
2 −m2

2l
2
1l

2
2CSϑ

2
1 −m1,2gl1 sin θ1m2l

2
2 +m2

2gl1l
2
2C sin θ2

m1,2l
2
1m2l

2
2 −m2

2l
2
1l

2
2C

2
(24)

ϑ̇2 =
−m2

2l
2
1l

2
2CSϑ

2
2 −m1,2l

2
1m2l1l2Sϑ

2
1 −m1,2m2gl

2
1l2C sin θ1 +m1,2l

2
1m2gl2 sin θ2

m2
2l

2
1l

2
2C

2 −m1,2l
2
1m2l

2
2

(25)

¤

ちなみに、式 (24), (25)は冗長であるので整理するためにそれぞれ分母分子をm2
2l1l

2
2, m

2
2l

2
1l2 で割ると、

ϑ̇1 =
g(sin θ2C −

m1,2

m2
sin θ1)− (l1ϑ

2
1C + l2ϑ

2
2)S

l1(
m1,2

m2
− C2)

ϑ̇2 =
g

m1,2

m2
(C sin θ1 − sin θ2) + (

m1,2

m2
l1ϑ

2
1 + l2ϑ

2
2C)S

l2(
m1,2

m2
− C2)

となる1。

1これは明らかに文献 [5] の式 (B5), (B6)、文献 [12] の式 (1.3)、文献 [13] の式 (1.12) と等しい。文献 [9] の式 (4C-4)、文献 [11] p.30 の式とは
異なっており、おそらくこれらは誤植であると思われる。
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また、各々の角速度に比例する抵抗などの減衰や強制振動のような外力がある場合は、θ̇1, θ̇2それぞれに対する減衰定

数を λ1, λ2、外力を σ1, σ2 とすると、θ1, θ2 に関するラグランジュ運動方程式は式 (16),(17)から、

(m1 +m2) l
2
1 θ̈1 + (m1 +m2) gl1 sin θ1 +m2l1l2

{

θ̈2 cos(θ1 − θ2) + θ̇2
2 sin(θ1 − θ2)

}

= σ1 − λ1θ̇1 (26)

m2l
2
2 θ̈2 +m2gl2 sin θ2 +m2l1l2

{

θ̈1 cos(θ1 − θ2)− θ̇2
1 sin(θ1 − θ2)

}

= σ2 − λ2θ̇2 (27)

となる。 ¤

よって、式 (22)-(25)に対応する減衰や外力がある場合の連立一階微分方程式は以下のようになる。

θ̇1 = ϑ1 (28)

θ̇2 = ϑ2 (29)

ϑ̇1 =











−m2l1l2Sm2l
2
2ϑ

2
2 −m2

2l
2
1l

2
2CSϑ

2
1 −m1,2gl1 sin θ1m2l

2
2 +m2

2gl1l
2
2C sin θ2

+m2l
2
2σ1 −m2l1l2Cσ2

−m2l
2
2λ1ϑ1 +m2l1l2Cλ2ϑ2











m1,2l
2
1m2l

2
2 −m2

2l
2
1l

2
2C

2
(30)

ϑ̇2 =











−m2
2l

2
1l

2
2CSϑ

2
2 −m1,2l

2
1m2l1l2Sϑ

2
1 −m1,2m2gl

2
1l2C sin θ1 +m1,2l

2
1m2gl2 sin θ2

+m2l1l2Cσ1 −m1,2l
2
1σ2

−m2l1l2Cλ1ϑ1 +m1,2l
2
1λ2ϑ2











m2
2l

2
1l

2
2C

2 −m1,2l
2
1m2l

2
2

(31)

¤
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［補足］ ハミルトンの正準方程式の導出

ここで、運動エネルギー T を以下のように表す。

T =
1

2
θ̇>Rθ̇ (32)

但しここで、θ ∈ R2、

R =

(

m1,2l
2
1 m2l1l2C

m2l1l2C m2l
2
2

)

(33)

である。すると、角運動量 pは、p = Rθ̇ と表される。ハミルトニアンH は

H =
1

2
p>R−1p+ U (34)

であり、ハミルトニアンH からハミルトンの正準方程式を得るには以下

θ̇ =
∂H

∂p
=

∂

∂p

(

1

2
p>R−1p+ U

)

= R−1p (35)

ṗ = −
∂H

∂θ
+ F = −

∂

∂θ

(

1

2
p>R−1p+ U

)

+ F

= −
1

2

∂

∂θ

(

p>R−1p
)

−
∂U

∂θ
+ F

=
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F (36)

の関係式を用いればよい2。ちなみに F は、前述の抵抗や外力がある場合は、

F =

[

σ1 − λ1θ̇1

σ2 − λ2θ̇2

]

(37)

さもなくば Fd = 0(d = 1, 2)である。

具体的に求めると、ハミルトンの正準方程式は以下のようになる。

θ̇ = R−1p

=
1

m1,2l
2
1m2l

2
2 −m2

2l
2
1l

2
2C

2

[

m2l
2
2p1 −m2l1l2Cp2

−m2l1l2Cp1 +m1,2l
2
1p2

]

(38)

ṗ =
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F =

1

2

(

θ̇>
∂R

∂θ1
θ̇, . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

=

[

−m2l1l2Sθ̇1θ̇2

m2l1l2Sθ̇1θ̇2

]

−

[

m1,2gl1 sin θ1

m2gl2 sin θ2

]

+ F (39)

¤

2この導出には、R · R−1 = I の関係から、
∂

∂θi

(

R · R−1
)

=
∂R

∂θi

R−1 +R
∂R−1

∂θi

= 0

であるので、これに p>R−1 を左から、p を右からかけて、

p>R−1 ∂R

∂θi

R−1p = −p>R−1R
∂R−1

∂θi

p

ゆえに、

θ̇>
∂R

∂θi

θ̇ = −p>
∂R−1

∂θi

p

が成立することを利用している [14]。
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［発展］ 動座標系におけるラグランジュ運動方程式及びハミルトンの正準方程式の導出

O1が時変の位置 Γ = (Γx,Γy)によって動くことにより、振り子が強制振動される場合を考える
3。i番目の質点の位置

ベクトルを ri = (xGi
, yGi

)として、この動座標系における運動エネルギー T は、

T =
1

2

n
∑

i=1

mi|ṙi|
2 +

n
∑

i=1

miΓ̇
>ṙi +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 (43)

となり、位置エネルギー U は、

U =

n
∑

i=1

migyGi
+

n
∑

i=1

migΓy (44)

となる。ここで、

n
∑

i=1

miΓ̇
>ṙi = m1(Γ̇x, Γ̇y)

[

l1θ̇1 cos θ1

l1θ̇1 sin θ1

]

+m2(Γ̇x, Γ̇y)

[

l1θ̇1 cos θ1 + l2θ̇2 cos θ2

l1θ̇1 sin θ1 + l2θ̇2 sin θ2

]

=





m1,2l1

(

Γ̇x cos θ1 + Γ̇y sin θ1

)

m2l2

(

Γ̇x cos θ2 + Γ̇y sin θ2

)





>
[

θ̇1

θ̇2

]

= p>Oθ̇ (45)

とおくと、ラグランジュ関数 Lは L = T − U より、

L =
1

2
θ̇>Rθ̇ + p>Oθ̇ +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 − U (46)

となり、ラグランジュ運動方程式は、

Rθ̈ + Ṙθ̇ +
∂pO

∂t
−

1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

+
∂U

∂θ
= F (47)

となる。但しここで、

∂pO

∂t
=





m1,2l1

(

Γ̈x cos θ1 + Γ̈y sin θ1

)

m2l2

(

Γ̈x cos θ2 + Γ̈y sin θ2

)



 (48)

である。

3以下は強制振動の一例とその速度、加速度。

Γ = (∆x sin(Ωxt),∆y cos(Ωyt)) (40)

Γ̇ = (∆xΩx cos(Ωxt),−∆yΩy sin(Ωyt)) (41)

Γ̈ =
(

−∆xΩ
2
x sin(Ωxt),−∆yΩ

2
y cos(Ωyt)

)

(42)
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この場合の角運動量 pは、p = Rθ̇ + pO であるので、θ̇ = R−1 (p− pO) より、ハミルトニアンH は、

H =
1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U (49)

であり、ハミルトニアンH からハミルトンの正準方程式を得るには以下

θ̇ =
∂H

∂p
=

∂

∂p

{

1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U

}

= R−1 (p− pO) (50)

ṗ = −
∂H

∂θ
+ F = −

∂

∂θ

{

1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U

}

+ F

= −
1

2

∂

∂θ

{

(p− pO)
>
R−1 (p− pO)

}

−
∂U

∂θ
+ F

= −

(

1

2
(p− pO)

> ∂R−1

∂θ1
(p− pO) +

∂ (p− pO)
>

∂θ1
R−1 (p− pO) , . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

= −

(

−
1

2
θ̇>

∂R

∂θ1
θ̇ −

∂p>O
∂θ1

θ̇, . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

=
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

+
∂

∂θ

(

p>Oθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F (51)

の関係式を用いればよい。但しここで、

∂

∂θ

(

p>Oθ̇
)

=





m1,2l1

(

−Γ̇x sin θ1 + Γ̇y cos θ1

)

θ̇1

m2l2

(

−Γ̇x sin θ2 + Γ̇y cos θ2

)

θ̇2



 (52)

である。
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2 2重剛体振り子

(問題) 2つの剛体によって構成された 2重剛体振り子 (Double

Rigid Pendulum)がある。これらは重力と逆向きの方向を y 軸と

する xy 平面上で回転運動するものとする。剛体 1は質量 m1 で、

原点 Oに固定された回転軸 O1 をもち、O1 から剛体 1の重心 G1

までの距離を c1 とする。また、剛体 1の O1 周りの慣性モーメン

トを IO1
とする。

もうひとつの剛体 2は質量m2で、剛体 1上の O1から距離 b、

角度∠G1O1O2 = βの回転軸O2をもち、O2から剛体 2の重心G2

までの距離を c2 とする。また、剛体 2の G2 周りの慣性モーメン

トを IG2
とする。

この 2重剛体振り子のラグランジュ運動方程式を記述せよ。ま

た、計算機シミュレーションなどをしやすいように、求められた 2

階常微分方程式を連立の 1階常微分方程式に変換せよ。

また、この振り子が各々の角速度に比例する抵抗や外力を受け

ている場合においても同様に求めよ。

θ

b

c

m  g

O
β

1

m  g2

2c1
1 θ2

(解答) 剛体 1,2の y軸に対する角度を θ1, θ2とする。剛体 1の重心G1の座標 (xG1
, yG1

)およびその速度 VG1
の 2乗は、

xG1
= c1 sin θ1 (53)

yG1
= −c1 cos θ1 (54)

V 2
G1

= ẋ2
G1

+ ẏ2
G1

= (c1θ̇1 cos θ1)
2 + (c1θ̇1 sin θ1)

2

= c21θ̇
2
1 (55)

となる。剛体 2の重心 G2 の座標 (xG2
, yG2

)およびその速度 VG2
の 2乗は、

xG2
= b sin(θ1 + β) + c2 sin θ2 (56)

yG2
= −b cos(θ1 + β)− c2 cos θ2 (57)

V 2
G2

= ẋ2
G2

+ ẏ2
G2

=
{

bθ̇1 cos(θ1 + β) + c2θ̇2 cos θ2

}2

+
{

bθ̇1 sin(θ1 + β) + c2θ̇2 sin θ2

}2

= b2θ̇2
1 + c22θ̇

2
2 + 2bc2θ̇1θ̇2 cos(θ1 + β − θ2) (58)

となる。ここで、剛体 1の運動エネルギー T1 および位置エネルギー U1 は、

T1 =
1

2
IO1

θ̇2
1 (59)

U1 = m1gyG1

= −m1gc1 cos θ1 (60)

また、剛体 2の運動エネルギー T2 および位置エネルギー U2 は、

T2 =
1

2
IG2

θ̇2
2 +

1

2
m2V

2
G2

=
1

2
IG2

θ̇2
2 +

1

2
m2

{

b2θ̇2
1 + c22θ̇

2
2 + 2bc2θ̇1θ̇2 cos(θ1 + β − θ2)

}

(61)

U2 = m2gyG2

= −m2g {b cos(θ1 + β) + c2 cos θ2} (62)
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となる。この 2重剛体振り子のラグランジュ関数 Lは、

L = T − U

= (T1 + T2)− (U1 + U2)

=
1

2
IO1

θ̇2
1 +

1

2
IG2

θ̇2
2 +

1

2
m2b

2θ̇2
1 +

1

2
m2c

2
2θ̇

2
2

+m2bc2θ̇1θ̇2 cos(θ1 + β − θ2) +m1gc1 cos θ1 +m2g (b cos(θ1 + β) + c2 cos θ2)

=
1

2

(

IO1
+m2b

2
)

θ̇2
1 +

1

2

(

IG2
+m2c

2
2

)

θ̇2
2

+m2bc2θ̇1θ̇2 cos(θ1 + β − θ2) +m1gc1 cos θ1 +m2gb cos(θ1 + β) +m2gc2 cos θ2 (63)

となる。このラグランジュ関数 Lから θ1, θ2 に関するラグランジュ運動方程式をたてるには、以下の関係式を用いれば

よい。

d

dt

∂L

∂θ̇1
−

∂L

∂θ1
= 0

d

dt

∂L

∂θ̇2
−

∂L

∂θ2
= 0

これを具体的に求めると、

∂L

∂θ̇1
=

(

IO1
+m2b

2
)

θ̇1 +m2bc2θ̇2 cos(θ1 + β − θ2)

⇒
d

dt

∂L

∂θ̇1
=

(

IO1
+m2b

2
)

θ̈1 +m2bc2

{

θ̈2 cos(θ1 + β − θ2)− θ̇2(θ̇1 − θ̇2) sin(θ1 + β − θ2)
}

(64)

−
∂L

∂θ1
= m2bc2θ̇1θ̇2 sin(θ1 + β − θ2) +m1gc1 sin θ1 +m2gb sin(θ1 + β) (65)

∂L

∂θ̇2
=

(

IG2
+m2c

2
2

)

θ̇2 +m2bc2θ̇1 cos(θ1 + β − θ2)

⇒
d

dt

∂L

∂θ̇2
=

(

IG2
+m2c

2
2

)

θ̈2 +m2bc2

{

θ̈1 cos(θ1 + β − θ2)− θ̇1(θ̇1 − θ̇2) sin(θ1 + β − θ2)
}

(66)

−
∂L

∂θ2
= −m2bc2θ̇1θ̇2 sin(θ1 + β − θ2) +m2gc2 sin θ2 (67)

ゆえに、θ1, θ2 に関するラグランジュ運動方程式は、

(

IO1
+m2b

2
)

θ̈1 +m1gc1 sin θ1 +m2gb sin(θ1 + β) +m2bc2

{

θ̈2 cos(θ1 + β − θ2) + θ̇2
2 sin(θ1 + β − θ2)

}

= 0(68)

(

IG2
+m2c

2
2

)

θ̈2 +m2gc2 sin θ2 +m2bc2

{

θ̈1 cos(θ1 + β − θ2)− θ̇2
1 sin(θ1 + β − θ2)

}

= 0(69)

となる4。 ¤

ここで、求められた 2階の微分方程式を連立 1階微分方程式に直すため、便宜上以下のようにおく。

C = cos(θ1 + β − θ2) = cosβ cos(θ1 − θ2)− sinβ sin(θ1 − θ2)

S = sin(θ1 + β − θ2) = sinβ cos(θ1 − θ2) + cosβ sin(θ1 − θ2)

I1,2 = IO1
+m2b

2

I2 = IG2
+m2c

2
2

I1,2θ̈1 +m1gc1 sin θ1 +m2gb sin(θ1 + β) +m2bc2

(

Cθ̈2 + Sθ̇2
2

)

= 0 (70)

I2θ̈2 +m2gc2 sin θ2 +m2bc2

(

Cθ̈1 − Sθ̇2
1

)

= 0 (71)

上式を整理すると,

I1,2θ̈1 +m2bc2Cθ̈2 = −m2bc2Sθ̇
2
2 − {m1gc1 sin θ1 +m2gb sin(θ1 + β)}

I2θ̈2 +m2bc2Cθ̈1 = m2bc2Sθ̇
2
1 −m2gc2 sin θ2

4これは β = 0 であるときに、文献 [8] の式 (2.156) の τ1 = τ2 = 0 であるときと等しい。
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I1,2I2θ̈1 +m2bc2CI2θ̈2 = −m2bc2SI2θ̇
2
2 − {m1gc1 sin θ1 +m2gb sin(θ1 + β)} I2

m2
2b

2c22C
2θ̈1 +m2bc2CI2θ̈2 = m2

2b
2c22CSθ̇

2
1 −m2bc2Cm2gc2 sin θ2

⇓

(I1,2I2 −m2
2b

2c22C
2)θ̈1 = −m2bc2SI2θ̇

2
2 −m2

2b
2c22CSθ̇

2
1 − {m1gc1 sin θ1 +m2gb sin(θ1 + β)} I2 +m2bc2Cm2gc2 sin θ2

I1,2m2bc2Cθ̈1 +m2
2b

2c22C
2θ̈2 = −m2

2b
2c22CSθ̇

2
2 − {m1gc1 sin θ1 +m2gb sin(θ1 + β)}m2bc2C

I1,2m2bc2Cθ̈1 + I1,2I2θ̈2 = I1,2m2bc2Sθ̇
2
1 − I1,2m2gc2 sin θ2

⇓

(m2
2b

2c22C
2− I1,2I2)θ̈2 = −m2

2b
2c22CSθ̇

2
2 − I1,2m2bc2Sθ̇

2
1 −{m1gc1 sin θ1 +m2gb sin(θ1 + β)}m2bc2C + I1,2m2gc2 sin θ2

θ̈1 =
−m2bc2SI2θ̇

2
2 −m2

2b
2c22CSθ̇

2
1 − {m1gc1 sin θ1 +m2gb sin(θ1 + β)} I2 +m2

2gbc
2
2C sin θ2

I1,2I2 −m2
2b

2c22C
2

(72)

θ̈2 =
−m2

2b
2c22CSθ̇

2
2 − I1,2m2bc2Sθ̇

2
1 −

{

m1m2gbc1c2C sin θ1 +m2
2gb

2c2C sin(θ1 + β)
}

+ I1,2m2gc2 sin θ2

m2
2b

2c22C
2 − I1,2I2

(73)

となる。さらに、

ϑ1 = θ̇1, ϑ2 = θ̇2

とおくことにより以下の連立 1階微分方程式を得る。

θ̇1 = ϑ1 (74)

θ̇2 = ϑ2 (75)

ϑ̇1 =
−m2bc2SI2ϑ

2
2 −m2

2b
2c22CSϑ

2
1 − {m1gc1 sin θ1 +m2gb sin(θ1 + β)} I2 +m2

2gbc
2
2C sin θ2

I1,2I2 −m2
2b

2c22C
2

(76)

ϑ̇2 =
−m2

2b
2c22CSϑ

2
2 − I1,2m2bc2Sϑ

2
1 −

{

m1m2gbc1c2C sin θ1 +m2
2gb

2c2C sin(θ1 + β)
}

+ I1,2m2gc2 sin θ2

m2
2b

2c22C
2 − I1,2I2

(77)

¤
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また、各々の角速度に比例する抵抗などの減衰や強制振動のような外力がある場合は、θ̇1, θ̇2それぞれに対する減衰定

数を λ1, λ2、外力を σ1, σ2 とすると、θ1, θ2 に関するラグランジュ運動方程式は式 (68),(69)から、

(

IO1
+m2b

2
)

θ̈1 +m1gc1 sin θ1 +m2gb sin(θ1 + β)

+m2bc2

{

θ̈2 cos(θ1 + β − θ2) + θ̇2
2 sin(θ1 + β − θ2)

}

= σ1 − λ1θ̇1 (78)
(

IG2
+m2c

2
2

)

θ̈2 +m2gc2 sin θ2

+m2bc2

{

θ̈1 cos(θ1 + β − θ2)− θ̇2
1 sin(θ1 + β − θ2)

}

= σ2 − λ2θ̇2 (79)

となる5。 ¤

よって、式 (74)-(77)に対応する減衰や外力がある場合の連立一階微分方程式は以下のようになる。

θ̇1 = ϑ1 (80)

θ̇2 = ϑ2 (81)

ϑ̇1 =























−m2bc2SI2ϑ
2
2 −m2

2b
2c22CSϑ

2
1

−{m1gc1 sin θ1 +m2gb sin(θ1 + β)} I2 +m2
2gbc

2
2C sin θ2

+I2σ1 −m2bc2Cσ2ϑ2

−I2λ1ϑ1 +m2bc2Cλ2ϑ2























I1,2I2 −m2
2b

2c22C
2

(82)

ϑ̇2 =























−m2
2b

2c22CSϑ
2
2 − I1,2m2bc2Sϑ

2
1

−
{

m1m2gbc1c2C sin θ1 +m2
2gb

2c2C sin(θ1 + β)
}

+ I1,2m2gc2 sin θ2

+m2bc2Cσ1 − I1,2σ2

−m2bc2Cλ1ϑ1 + I1,2λ2ϑ2























m2
2b

2c22C
2 − I1,2I2

(83)

¤

5これは β = 0 であるときに、文献 [8] の式 (2.156) の τ1 = σ1 + σ2, τ2 = σ2 であるときと等しい。
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［補足］ ハミルトンの正準方程式の導出

ここで、運動エネルギー T を以下のように表す。

T =
1

2
θ̇>Rθ̇ (84)

但しここで、θ ∈ R2、

R =

(

I1,2 m2bc2C

m2bc2C I2

)

(85)

である。すると、角運動量 pは、p = Rθ̇ と表される。ハミルトニアンH は

H =
1

2
p>R−1p+ U (86)

であり、ハミルトニアンH からハミルトンの正準方程式を得るには以下

θ̇ =
∂H

∂p
=

∂

∂p

(

1

2
p>R−1p+ U

)

= R−1p (87)

ṗ = −
∂H

∂θ
+ F = −

∂

∂θ

(

1

2
p>R−1p+ U

)

+ F

= −
1

2

∂

∂θ

(

p>R−1p
)

−
∂U

∂θ
+ F

=
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F (88)

の関係式を用いればよい。ちなみに F は、前述の抵抗や外力がある場合は、

F =

[

σ1 − λ1θ̇1

σ2 − λ2θ̇2

]

(89)

さもなくば Fd = 0(d = 1, 2)である。

具体的に求めると、ハミルトンの正準方程式は以下のようになる。

θ̇ = R−1p

=
1

I1,2I2 −m2
2b

2c22C
2

[

I2p1 −m2bc2Cp2

−m2bc2Cp1 + I1,2p2

]

(90)

ṗ =
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F =

1

2

(

θ̇>
∂R

∂θ1
θ̇, . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

=

[

−m2bc2Sθ̇1θ̇2

m2bc2Sθ̇1θ̇2

]

−

[

{m1gc1 sin θ1 +m2gb sin(θ1 + β)}

m2gc2 sin θ2

]

+ F (91)

¤
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［発展］ 動座標系におけるラグランジュ運動方程式及びハミルトンの正準方程式の導出

O1 が時変の位置 Γ = (Γx,Γy)によって動くことにより、振り子が強制振動される場合を考える。i番目の質点の位置

ベクトルを ri = (xGi
, yGi

)として、この動座標系における運動エネルギー T は、

T =
1

2

n
∑

i=1

mi|ṙi|
2 +

n
∑

i=1

miΓ̇
>ṙi +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 (92)

となり、位置エネルギー U は、

U =

n
∑

i=1

migyGi
+

n
∑

i=1

migΓy (93)

となる。ここで、

n
∑

i=1

miΓ̇
>ṙi = m1(Γ̇x, Γ̇y)

[

c1θ̇1 cos θ1

c1θ̇1 sin θ1

]

+m2(Γ̇x, Γ̇y)

[

b2θ̇1 cos(θ1 + β) + c2θ̇2 cos θ2

b2θ̇1 sin(θ1 + β) + c2θ̇2 sin θ2

]

=





m1c1

(

Γ̇x cos θ1 + Γ̇y sin θ1

)

+m2b
(

Γ̇x cos(θ1 + β) + Γ̇y sin(θ1 + β)
)

m2c2

(

Γ̇x cos θ2 + Γ̇y sin θ2

)





>
[

θ̇1

θ̇2

]

= p>Oθ̇

(94)

とおくと、ラグランジュ関数 Lは L = T − U より、

L =
1

2
θ̇>Rθ̇ + p>Oθ̇ +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 − U (95)

となり、ラグランジュ運動方程式は、

Rθ̈ + Ṙθ̇ +
∂pO

∂t
−

1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

+
∂U

∂θ
= F (96)

となる。但しここで、

∂pO

∂t
=





m1c1

(

Γ̈x cos θ1 + Γ̈y sin θ1

)

+m2b
(

Γ̈x cos(θ1 + β) + Γ̈y sin(θ1 + β)
)

m2c2

(

Γ̈x cos θ2 + Γ̈y sin θ2

)



 (97)

である。
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この場合の角運動量 pは、p = Rθ̇ + pO であるので、θ̇ = R−1 (p− pO) より、ハミルトニアンH は、

H =
1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U (98)

であり、ハミルトニアンH からハミルトンの正準方程式を得るには以下

θ̇ =
∂H

∂p
=

∂

∂p

{

1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U

}

= R−1 (p− pO) (99)

ṗ = −
∂H

∂θ
+ F = −

∂

∂θ

{

1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U

}

+ F

= −
1

2

∂

∂θ

{

(p− pO)
>
R−1 (p− pO)

}

−
∂U

∂θ
+ F

= −

(

1

2
(p− pO)

> ∂R−1

∂θ1
(p− pO) +

∂ (p− pO)
>

∂θ1
R−1 (p− pO) , . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

= −

(

−
1

2
θ̇>

∂R

∂θ1
θ̇ −

∂p>O
∂θ1

θ̇, . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

=
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

+
∂

∂θ

(

p>Oθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F (100)

の関係式を用いればよい。但しここで、

∂

∂θ

(

p>Oθ̇
)

=





m1c1

(

−Γ̇x sin θ1 + Γ̇y cos θ1

)

θ̇1 +m2b
(

−Γ̇x sin(θ1 + β) + Γ̇y cos(θ1 + β)
)

θ̇1

m2c2

(

−Γ̇x sin θ2 + Γ̇y cos θ2

)

θ̇2



 (101)

である。
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3 並列多重剛体振り子

(問題) n個の剛体が並列に連結された多重剛体振り子 (Parallel-

Multiple Rigid Pendulum)がある。これらは重力と逆向きの方向

を y軸とする xy平面上で回転運動するものとする。剛体 1は質量

m1 で、原点 Oに固定された回転軸 O1 をもち、O1 から剛体 1の

重心 G1 までの距離を c1 とする。また、剛体 1の O1 周りの慣性

モーメントを IO1
とする。

その他の剛体 i(i = 2, . . . n)は質量miで、剛体 1上のO1から

距離 bi、角度 ∠G1O1Oi = βi の回転軸 Oi をもち、Oi から剛体 i

の重心 Giまでの距離を ciとする。また、剛体 iの Gi周りの慣性

モーメントを IGi
とする。

この多重剛体振り子のラグランジュ運動方程式を記述せよ。ま

た、計算機シミュレーションなどをしやすいように、求められた 2

階常微分方程式を連立の 1階常微分方程式に変換せよ。

また、この振り子が各々の角速度に比例する抵抗や外力を受け

ている場合においても同様に求めよ。

O

m  g1
m  g2

m  g3

c1
θ1

θ2

θ3

β2

β3

c2

c3

b2

b3n

(解答) 剛体 1,i(i = 2, . . . , n)の y軸に対する角度を θ1, θiとする。剛体 1の重心G1の座標 (xG1
, yG1

)およびその速度

VG1
の 2乗は、

xG1
= c1 sin θ1 (102)

yG1
= −c1 cos θ1 (103)

V 2
G1

= ẋ2
G1

+ ẏ2
G1

= (c1θ̇1 cos θ1)
2 + (c1θ̇1 sin θ1)

2

= c21θ̇
2
1 (104)

となる。剛体 i(i = 2, . . . , n)の重心 Gi の座標 (xGi
, yGi

)およびその速度 VGi
の 2乗は、

xGi
= bi sin(θ1 + βi) + ci sin θi (105)

yGi
= −bi cos(θ1 + βi)− ci cos θi (106)

V 2
Gi

= ẋ2
Gi

+ ẏ2
Gi

= (biθ̇1 cos(θ1 + βi) + ciθ̇i cos θi)
2 + (biθ̇1 sin(θ1 + βi) + ciθ̇i sin θi)

2

= b2i θ̇
2
1 + c2i θ̇

2
i + 2biciθ̇1θ̇i cos(θ1 + βi − θi) (107)

となる。ここで、剛体 1の運動エネルギー T1 および位置エネルギー U1 は、

T1 =
1

2
IO1

θ̇2
1 (108)

U1 = m1gyG1

= −m1gc1 cos θ1 (109)

また、剛体 i(i = 2, . . . , n)の運動エネルギー Ti および位置エネルギー Ui は、

Ti =
1

2
IGi

θ̇2
i +

1

2
miV

2
Gi

=
1

2
IGi

θ̇2
i +

1

2
mi

{

b2i θ̇
2
1 + c2i θ̇

2
i + 2biciθ̇1θ̇i cos(θ1 + βi − θi)

}

(110)

Ui = migyGi

= −mig {bi cos(θ1 + βi) + ci cos θi} (111)
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となる。この多重剛体振り子のラグランジュ関数 Lは、

L = T − U

=

(

T1 +

n
∑

i=2

Ti

)

−

(

U1 +

n
∑

i=2

Ui

)

=
1

2
IO1

θ̇2
1 +

n
∑

i=2

{

1

2
IGi

θ̇2
i +

1

2
mib

2
i θ̇

2
1 +

1

2
mic

2
i θ̇

2
i +mibiciθ̇1θ̇i cos(θ1 + βi − θi)

}

+m1gc1 cos θ1 +

n
∑

i=2

mig {bi cos(θ1 + βi) + ci cos θi}

=
1

2

(

IO1
+

n
∑

i=2

mib
2
i

)

θ̇2
1 +

1

2

n
∑

i=2

(

IGi
+mic

2
i

)

θ̇2
i +

n
∑

i=2

mibiciθ̇1θ̇i cos(θ1 + βi − θi)

+m1gc1 cos θ1 +

n
∑

i=2

migbi cos(θ1 + βi) +

n
∑

i=2

migci cos θi (112)

となる。このラグランジュ関数 Lから θ1, θd(d = 2, . . . , n) に関するラグランジュ運動方程式をたてるには、以下の関係

式を用いればよい。

d

dt

∂L

∂θ̇1
−

∂L

∂θ1
= 0

d

dt

∂L

∂θ̇i

−
∂L

∂θi

= 0

これを具体的に求めると、

∂L

∂θ̇1
=

(

IO1
+

n
∑

i=2

mib
2
i

)

θ̇1 +
n
∑

i=2

mibiciθ̇i cos(θ1 + βi − θi)

⇒
d

dt

∂L

∂θ̇1
=

(

IO1
+

n
∑

i=2

mib
2
i

)

θ̈1 +

n
∑

i=2

mibici

{

θ̈i cos(θ1 + βi − θi)− θ̇i(θ̇1 − θ̇i) sin(θ1 + βi − θi)
}

(113)

−
∂L

∂θ1
=

n
∑

i=2

mibiciθ̇1θ̇i sin(θ1 + βi − θi) +m1gc1 sin θ1 +

n
∑

i=2

migbi sin(θ1 + βi) (114)

∂L

∂θ̇d

=
(

IGd
+mdc

2
d

)

θ̇d +mdbdcdθ̇1 cos(θ1 + βd − θd)

⇒
d

dt

∂L

∂θ̇d

=
(

IGd
+mdc

2
d

)

θ̈d +mdbdcd

{

θ̈1 cos(θ1 + βd − θd)− θ̇1(θ̇1 − θ̇d) sin(θ1 + βd − θd)
}

(115)

−
∂L

∂θd

= −mdbdcdθ̇1θ̇d sin(θ1 + βd − θd) +mdgcd sin θd (116)

ゆえに、θ1, θd(d = 2, . . . , n)に関するラグランジュ運動方程式は、

(

IO1
+

n
∑

i=2

mib
2
i

)

θ̈1 +m1gc1 sin θ1 +

n
∑

i=2

migbi sin(θ1 + βi)

+
n
∑

i=2

mibici

{

θ̈i cos(θ1 + βi − θi) + θ̇2
i sin(θ1 + βi − θi)

}

= 0 (117)

(

IGd
+mdc

2
d

)

θ̈d +mdgcd sin θd

+mdbdcd

{

θ̈1 cos(θ1 + βd − θd)− θ̇2
1 sin(θ1 + βd − θd)

}

= 0 (118)

となる。 ¤

ここで、求められた 2階の微分方程式を連立 1階微分方程式に直すため、便宜上以下のようにおく。

Ci = cos(θ1 + βi − θi) = cosβi cos(θ1 − θi)− sinβi sin(θ1 − θi)

Si = sin(θ1 + βi − θi) = sinβi cos(θ1 − θi) + cosβi sin(θ1 − θi)

18



I1,...,n = IO1
+

n
∑

i=2

mib
2
i

Ii = IGi
+mic

2
i

I1,...,nθ̈1 +m1gc1 sin θ1 +

n
∑

i=2

migbi sin(θ1 + βi) +

n
∑

i=2

mibici

(

Ciθ̈i + Siθ̇
2
i

)

= 0 (119)

Idθ̈d +mdgcd sin θd +mdbdcd

(

Cdθ̈1 − Sdθ̇
2
1

)

= 0 (120)
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上式を整理すると,

I1,...,nθ̈1 +
n
∑

i=2

mibiciCiθ̈i = −
n
∑

i=2

mibiciSiθ̇
2
i −

{

m1gc1 sin θ1 +
n
∑

i=2

migbi sin(θ1 + βi)

}

Idθ̈d +mdbdcdCdθ̈1 = mdbdcdSdθ̇
2
1 −mdgcd sin θd

mdbdcdCdθ̈d +
mdbdcdCd

Id

mdbdcdCdθ̈1 =
mdbdcdCd

Id

mdbdcdSdθ̇
2
1 −

mdbdcdCd

Id

mdgcd sin θd

⇓

θ̈1 =























−

n
∑

i=2

mibiciSiθ̇
2
i −

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iCiSi

Ii

θ̇2
1

−

{

m1gc1 sin θ1 +

n
∑

i=2

migbi sin(θ1 + βi)

}

+

n
∑

i=2

m2
i gbic

2
iCi sin θi

Ii























I1,...,n −

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

(121)

Idθ̈d = mdbdcdSdθ̇
2
1 −mdgcd sin θd −mdbdcdCdθ̈1

= mdbdcdSdθ̇
2
1 −mdgcd sin θd

−mdbdcdCd























−

n
∑

i=2

mibiciSiθ̇
2
i −

n
∑

i=2

mibiciCi

Ii

mibiciSiθ̇
2
1

−

{

m1gc1 sin θ1 +

n
∑

i=2

migbi sin(θ1 + βi)

}

+

n
∑

i=2

mibiciCi

Ii

migci sin θi























I1,...,n −
n
∑

i=2

mibiciCi

Ii

mibiciCi

⇓

θ̈d =































































−mdbdcdCd

n
∑

i=2

mibiciSiθ̇
2
i

+

{(

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

− I1,...,n

)

mdbdcdSd −mdbdcdCd

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iCiSi

Ii

}

θ̇2
1

−mdbdcdCd

{

m1gc1 sin θ1 +
n
∑

i=2

migbi sin(θ1 + βi)

}

+mdbdcdCd

n
∑

i=2

m2
i gbic

2
iCi sin θi

Ii

−

(

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

− I1,...,n

)

mdgcd sin θd































































n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

Id − I1,...,nId

(122)

となる。さらに、

ϑ1 = θ̇1, ϑd = θ̇d

とおくことにより以下の連立 1階微分方程式を得る6。

6確認のために n = 2 として書き下すと、これは確かに式 (74)–(77) に対応する。
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θ̇1 = ϑ1 (123)

θ̇d = ϑd (124)

ϑ̇1 =























−
n
∑

i=2

mibiciSiϑ
2
i −

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iCiSi

Ii

ϑ2
1

−

{

m1gc1 sin θ1 +
n
∑

i=2

migbi sin(θ1 + βi)

}

+
n
∑

i=2

m2
i gbic

2
iCi sin θi

Ii























I1,...,n −

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

(125)

ϑ̇d =































































−mdbdcdCd

n
∑

i=2

mibiciSiϑ
2
i

+

{(

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

− I1,...,n

)

mdbdcdSd −mdbdcdCd

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iCiSi

Ii

}

ϑ2
1

−mdbdcdCd

{

m1gc1 sin θ1 +

n
∑

i=2

migbi sin(θ1 + βi)

}

+mdbdcdCd

n
∑

i=2

m2
i gbic

2
iCi sin θi

Ii

−

(

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

− I1,...,n

)

mdgcd sin θd































































n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

Id − I1,...,nId

(126)

¤
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また、各々の角速度に比例する抵抗などの減衰や強制振動のような外力がある場合は、θ̇1, θ̇d(d = 2, . . . , n)それぞれに

対する減衰定数を λ1, λd、外力を σ1, σd とすると、θ1, θd(d = 2, . . . , n)に関するラグランジュ運動方程式は式 (117),(118)

から、

(

IO1
+

n
∑

i=2

mib
2
i

)

θ̈1 +m1gc1 sin θ1 +
n
∑

i=2

migbi sin(θ1 + βi)

+

n
∑

i=2

mibici

{

θ̈i cos(θ1 + βi − θi) + θ̇2
i sin(θ1 + βi − θi)

}

= σ1 − λ1θ̇1 (127)

(

IGd
+mdc

2
d

)

θ̈d +mdgcd sin θd

+mdbdcd

{

θ̈1 cos(θ1 + βd − θd)− θ̇2
1 sin(θ1 + βd − θd)

}

= σd − λdθ̇d (128)

となる。 ¤

よって、式 (123)-(126)に対応する減衰や外力がある場合の連立一階微分方程式は以下のようになる7。

θ̇1 = ϑ1 (129)

θ̇d = ϑd (130)

ϑ̇1 =







































−
n
∑

i=2

mibiciSiϑ
2
i −

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iCiSi

Ii

ϑ2
1

−

{

m1gc1 sin θ1 +
n
∑

i=2

migbi sin(θ1 + βi)

}

+
n
∑

i=2

m2
i gbic

2
iCi sin θi

Ii

+σ1 −

n
∑

i=2

mibiciCi

Ii

σi − λ1ϑ1 +

n
∑

i=2

mibiciCi

Ii

λiϑi







































I1,...,n −

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

(131)

ϑ̇d =







































































































−mdbdcdCd

n
∑

i=2

mibiciSiϑ
2
i

+

{(

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

− I1,...,n

)

mdbdcdSd −mdbdcdCd

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iCiSi

Ii

}

ϑ2
1

−mdbdcdCd

{

m1gc1 sin θ1 +
n
∑

i=2

migbi sin(θ1 + βi)

}

+mdbdcdCd

n
∑

i=2

m2
i gbic

2
iCi sin θi

Ii

−

(

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

− I1,...,n

)

mdgcd sin θd

+

(

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

− I1,...,n

)

σd +mdbdcdCdσ1 −mdbdcdCd

n
∑

i=2

mibiciCi

Ii

σi

−

(

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

− I1,...,n

)

λdϑd −mdbdcdCdλ1ϑ1 +mdbdcdCd

n
∑

i=2

mibiciCi

Ii

λiϑi







































































































n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

Id − I1,...,nId

(132)

¤

7確認のために n = 2 として書き下すと、これは確かに式 (80)–(83) に対応する。
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［補足］ ハミルトンの正準方程式の導出

ここで、運動エネルギー T を以下のように表す。

T =
1

2
θ̇>Rθ̇ (133)

但しここで、θ ∈ Rn、

R =















I1,...,n . . . mibiciCi . . .

...
. . . 0

mdbdcdCd Id

... 0
. . .















(134)

である。すると、角運動量 pは、p = Rθ̇ と表される。ハミルトニアンH は

H =
1

2
p>R−1p+ U (135)

であり、ハミルトニアンH からハミルトンの正準方程式を得るには以下

θ̇ =
∂H

∂p
=

∂

∂p

(

1

2
p>R−1p+ U

)

= R−1p (136)

ṗ = −
∂H

∂θ
+ F = −

∂

∂θ

(

1

2
p>R−1p+ U

)

+ F

= −
1

2

∂

∂θ

(

p>R−1p
)

−
∂U

∂θ
+ F

=
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F (137)

の関係式を用いればよい。ちなみに F は、前述の抵抗や外力がある場合は、

F =











...

σd − λdθ̇d

...











(138)

さもなくば Fd = 0(d = 1, . . . , n)である。

具体的に求めると、ハミルトンの正準方程式は以下のようになる。

θ̇ = R−1p

θ̇1 =

p1 −

n
∑

i=2

mibiciCi

Ii

pi

I1,...,n −
n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

(139)

θ̇d =

(

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

− I1,...,n

)

pd +mdbdcdCdp1 −mdbdcdCd

n
∑

i=2

mibiciCi

Ii

pi

n
∑

i=2

m2
i b

2
i c

2
iC

2
i

Ii

Id − I1,...,nId

(140)

ṗ =
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F =

1

2

(

θ̇>
∂R

∂θ1
θ̇, . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

ṗ1 = −

n
∑

i=2

mibiciSiθ̇1θ̇i −

{

m1gc1 sin θ1 +

n
∑

i=2

migbi sin(θ1 + βi)

}

+ F1 (141)

ṗd = mdbdcdSdθ̇1θ̇d −mdgcd sin θd + Fd (142)

¤
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［発展］ 動座標系におけるラグランジュ運動方程式及びハミルトンの正準方程式の導出

O1 が時変の位置 Γ = (Γx,Γy)によって動くことにより、振り子が強制振動される場合を考える。i番目の質点の位置

ベクトルを ri = (xGi
, yGi

)として、この動座標系における運動エネルギー T は、

T =
1

2

n
∑

i=1

mi|ṙi|
2 +

n
∑

i=1

miΓ̇
>ṙi +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 (143)

となり、位置エネルギー U は、

U =

n
∑

i=1

migyGi
+

n
∑

i=1

migΓy (144)

となる。ここで、

n
∑

i=1

miΓ̇
>ṙi = m1(Γ̇x, Γ̇y)

[

c1θ̇1 cos θ1

c1θ̇1 sin θ1

]

+

n
∑

i=2

mi(Γ̇x, Γ̇y)

[

biθ̇1 cos(θ1 + βi) + ciθ̇i cos θi

biθ̇1 sin(θ1 + βi) + ciθ̇i sin θi

]

=





















m1c1

(

Γ̇x cos θ1 + Γ̇y sin θ1

)

+

n
∑

j=2

mjbj

(

Γ̇x cos(θ1 + βj) + Γ̇y sin(θ1 + βj)
)

...

mici

(

Γ̇x cos θi + Γ̇y sin θi

)

...





















>











...

θ̇i

...











= p>Oθ̇

(145)

とおくと、ラグランジュ関数 Lは L = T − U より、

L =
1

2
θ̇>Rθ̇ + p>Oθ̇ +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 − U (146)

となり、ラグランジュ運動方程式は、

Rθ̈ + Ṙθ̇ +
∂pO

∂t
−

1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

+
∂U

∂θ
= F (147)

となる。但しここで、

∂pO

∂t
=





















m1c1

(

Γ̈x cos θ1 + Γ̈y sin θ1

)

+
n
∑

j=2

mjbj

(

Γ̈x cos(θ1 + βj) + Γ̈y sin(θ1 + βj)
)

...

mici

(

Γ̈x cos θi + Γ̈y sin θi

)

...





















(148)

である。
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この場合の角運動量 pは、p = Rθ̇ + pO であるので、θ̇ = R−1 (p− pO) より、ハミルトニアンH は、

H =
1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U (149)

であり、ハミルトニアンH からハミルトンの正準方程式を得るには以下

θ̇ =
∂H

∂p
=

∂

∂p

{

1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U

}

= R−1 (p− pO) (150)

ṗ = −
∂H

∂θ
+ F = −

∂

∂θ

{

1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U

}

+ F

= −
1

2

∂

∂θ

{

(p− pO)
>
R−1 (p− pO)

}

−
∂U

∂θ
+ F

= −

(

1

2
(p− pO)

> ∂R−1

∂θ1
(p− pO) +

∂ (p− pO)
>

∂θ1
R−1 (p− pO) , . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

= −

(

−
1

2
θ̇>

∂R

∂θ1
θ̇ −

∂p>O
∂θ1

θ̇, . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

=
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

+
∂

∂θ

(

p>Oθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F (151)

の関係式を用いればよい。但しここで、

∂

∂θ

(

p>Oθ̇
)

=





















m1c1

(

−Γ̇x sin θ1 + Γ̇y cos θ1

)

θ̇1 +

n
∑

j=2

mjbj

(

−Γ̇x sin(θ1 + βj) + Γ̇y cos(θ1 + βj)
)

θ̇1

...

mici

(

−Γ̇x sin θi + Γ̇y cos θi

)

θ̇i

...





















(152)

である。
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4 直列多重振り子

(問題) n 個のおもりが直列に連結された多重振り子 (Series-

Multiple Pendulum)がある。これらは重力と逆向きの方向を y軸

とする xy平面上で回転運動するものとする。おもり 1は質量m1

で、原点 Oに固定された回転軸 O1 から長さ l1 の糸でつるされて

いる。

その他のおもり i(i = 2, . . . n)は質量miで、おもり i− 1に固

定された回転軸 Oi から長さ li の糸でつるされている。

この多重振り子のラグランジュ運動方程式を記述せよ。また、

計算機シミュレーションなどをしやすいように、求められた 2階常

微分方程式を連立の 1階常微分方程式に変換せよ。

また、この振り子が各々の角速度に比例する抵抗や外力を受け

ている場合においても同様に求めよ。

θ

θ

l

l
1

2

1

2

O

m  g1
m  g2

m  gn

lnθn

(解答) おもり i(i = 1, . . . , n)の y軸に対する角度を θi とする。おもり i(i = 1, . . . , n)の位置 Gi の座標 (xGi
, yGi

)お

よびその速度 VGi
の 2乗は、

xGi
=

i
∑

j=1

lj sin θj (153)

yGi
= −

i
∑

j=1

lj cos θj (154)

V 2
Gi

= ẋ2
Gi

+ ẏ2
Gi

=





i
∑

j=1

lj θ̇j cos θj





2

+





i
∑

j=1

lj θ̇j sin θj





2

=
i
∑

j=1

l2j θ̇
2
j + 2

i
∑

j=1

i
∑

k=j+1

lj lkθ̇j θ̇k cos(θj − θk) (155)

となる。ここで、おもり i(i = 1, . . . , n)の運動エネルギー Ti および位置エネルギー Ui は、

Ti =
1

2
miV

2
Gi

=
1

2
mi







i
∑

j=1

l2j θ̇
2
j + 2

i
∑

j=1

i
∑

k=j+1

lj lkθ̇j θ̇k cos(θj − θk)







=
1

2
mi

i
∑

j=1

l2j θ̇
2
j +mi

i
∑

j=1

i
∑

k=j+1

lj lkθ̇j θ̇k cos(θj − θk) (156)

Ui = migyGi

= −mig

i
∑

j=1

lj cos θj (157)

となる。この多重振り子のラグランジュ関数 Lは、

L = T − U

=
n
∑

i=1

Ti −
n
∑

i=1

Ui
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=

n
∑

i=1







1

2
mi

i
∑

j=1

l2j θ̇
2
j +mi

i
∑

j=1

i
∑

k=j+1

lj lkθ̇j θ̇k cos(θj − θk)







+

n
∑

i=1



mig

i
∑

j=1

lj cos θj





=
1

2

n
∑

i=1

mi

i
∑

j=1

l2j θ̇
2
j +

n
∑

i=1

mi

i
∑

j=1

i
∑

k=j+1

lj lkθ̇j θ̇k cos(θj − θk) +

n
∑

i=1

mig

i
∑

j=1

lj cos θj

=
1

2

n
∑

i=1







n
∑

k=i

mkl
2
i θ̇

2
i +

i−1
∑

j=1

n
∑

k=i

mklilj θ̇iθ̇j cos(θi − θj) +
n
∑

j=i+1

n
∑

k=j

mklilj θ̇iθ̇j cos(θi − θj)







+
n
∑

i=1

n
∑

k=i

mkgli cos θi

(158)

となる。このラグランジュ関数 Lから θd(d = 1, . . . , n) に関するラグランジュ運動方程式をたてるには、以下の関係式

を用いればよい。

d

dt

∂L

∂θ̇d

−
∂L

∂θd

= 0

これを具体的に求めると、

∂L

∂θ̇d

= md..nl
2
dθ̇d +

1

2

n
∑

i=1

i=d

i−1
∑

j=1

j=d

mi..nlilj
∂

∂θ̇d

θ̇iθ̇jCi,j +
1

2

n
∑

i=1

i=d

n
∑

j=i+1

j=d

mj..nlilj
∂

∂θ̇d

θ̇iθ̇jCi,j

= md..nl
2
dθ̇d +

d−1
∑

i=1

md..nldliθ̇iCd,i +

n
∑

i=d+1

mi..nldliθ̇iCd,i (159)

⇒
d

dt

∂L

∂θ̇d

= md..nl
2
dθ̈d +

d−1
∑

i=1

md..nldli

{

θ̈iCd,i − θ̇i(θ̇d − θ̇i)Sd,i

}

+
n
∑

i=d+1

mi..nldli

{

θ̈iCd,i − θ̇i(θ̇d − θ̇i)Sd,i

}

= md..nl
2
dθ̈d +

d−1
∑

i=1

md..nldliθ̈iCd,i −

d−1
∑

i=1

md..nldliθ̇i(θ̇d − θ̇i)Sd,i

+

n
∑

i=d+1

mi..nldliθ̈iCd,i −

n
∑

i=d+1

mi..nldliθ̇i(θ̇d − θ̇i)Sd,i

= md..nl
2
dθ̈d

+

d−1
∑

i=1

md..nldliθ̈iCd,i −

d−1
∑

i=1

md..nldliθ̇dθ̇iSd,i +

d−1
∑

i=1

md..nldliθ̇
2
i Sd,i

+

n
∑

i=d+1

mi..nldliθ̈iCd,i −

n
∑

i=d+1

mi..nldliθ̇dθ̇iSd,i +

n
∑

i=d+1

mi..nldliθ̇
2
i Sd,i (160)

−
∂L

∂θd

= −
1

2

n
∑

i=1

i=d

i−1
∑

j=1

j=d

mi..nlilj θ̇iθ̇j

∂

∂θd

Ci,j −
1

2

n
∑

i=1

i=d

n
∑

j=i+1

j=d

mj..nlilj θ̇iθ̇j

∂

∂θd

Ci,j +md..ngld sin θd

=
d−1
∑

i=1

md..nldliθ̇dθ̇iSd,i +
n
∑

i=d+1

mi..nldliθ̇dθ̇iSd,i +md..ngld sin θd (161)

但しここで、

mk..l =

l
∑

j=k

mj

Ci,j = cos(θi − θj)

Si,j = sin(θi − θj)
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ゆえに、θd(d = 1, . . . , n)に関するラグランジュ運動方程式は、

md..nl
2
dθ̈d +

d−1
∑

i=1

md..nldliθ̈iCd,i +

n
∑

i=d+1

mi..nldliθ̈iCd,i

+

d−1
∑

i=1

md..nldliθ̇
2
i Sd,i +

n
∑

i=d+1

mi..nldliθ̇
2
i Sd,i +md..ngld sin θd = 0 (162)

となる8。 ¤

これを連立 1階微分方程式にするために、この 2階微分方程式を以下のように表す。

Rθ̈ = v (R ∈ Rn×n, θ̈,v ∈ Rn) (163)

さらに、

ϑd = θ̇d

とおくことにより以下の連立 1階微分方程式を得る。

θ̇d = ϑd (164)

ϑ̇d = [R−1v]d (165)

但しここで、

R =





















m1..nl
2
1 m2..nl1l2C1,2 mn..nl1lnC1,n

. . . mi..nldliCd,i

md..nl
2
d

md..nldliCd,i

. . .

mn..nlnln−1Cn−1,i mn..nl
2
n





















(166)

v =





































−

n
∑

i=2

mi..nl1liϑ
2
iS1,i −m1..ngl1 sin θ1

...

−

d−1
∑

i=1

md..nldliϑ
2
iSd,i −

n
∑

i=d+1

mi..nldliϑ
2
iSd,i −md..ngld sin θd

...

−

n−1
∑

i=1

mn..nlnliϑ
2
iSn,i −mn..ngln sin θn





































(167)

である。 ¤

8確認のために n = 2 として書き下すと、確かに式 (16),(17) に対応する。
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また、各々の角速度に比例する抵抗などの減衰や強制振動のような外力がある場合は、θ̇d(d = 1, . . . , n)それぞれに対

する減衰定数を λd、外力を σd とすると、θd(d = 1, . . . , n)に関するラグランジュ運動方程式は式 (162)から、

md..nl
2
dθ̈d +

d−1
∑

i=1

md..nldliθ̈iCd,i +
n
∑

i=d+1

mi..nldliθ̈iCd,i

+

d−1
∑

i=1

md..nldliθ̇
2
i Sd,i +

n
∑

i=d+1

mi..nldliθ̇
2
i Sd,i +md..ngld sin θd = σd − λdθ̇d (168)

となる9。 ¤

よって、式 (164),(165)に対応する減衰や外力がある場合の連立一階微分方程式は以下のようになる。

θ̇d = ϑd (169)

ϑ̇d = [R−1w]d (170)

但しここで、

R =





















m1..nl
2
1 m2..nl1l2C1,2 mn..nl1lnC1,n

. . . mi..nldliCd,i

md..nl
2
d

md..nldliCd,i

. . .

mn..nlnln−1Cn−1,i mn..nl
2
n





















(171)

w =





































−

n
∑

i=2

mi..nl1liϑ
2
iS1,i −m1..ngl1 sin θ1 + σ1 − λ1ϑ1

...

−

d−1
∑

i=1

md..nldliϑ
2
iSd,i −

n
∑

i=d+1

mi..nldliϑ
2
iSd,i −md..ngld sin θd + σd − λdϑd

...

−

n−1
∑

i=1

mn..nlnliϑ
2
iSn,i −mn..ngln sin θn + σn − λnϑn





































(172)

である。 ¤

9確認のために n = 2 として書き下すと、確かに式 (26),(27) に対応する。
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［補足］ ハミルトンの正準方程式の導出

ここで、運動エネルギー T を以下のように表す。

T =
1

2
θ̇>Rθ̇ (173)

但しここで、θ ∈ Rn である。すると、角運動量 p は、p = Rθ̇ と表される。ハミルトニアンH は

H =
1

2
p>R−1p+ U (174)

であり、ハミルトニアンH からハミルトンの正準方程式を得るには以下

θ̇ =
∂H

∂p
=

∂

∂p

(

1

2
p>R−1p+ U

)

= R−1p (175)

ṗ = −
∂H

∂θ
+ F = −

∂

∂θ

(

1

2
p>R−1p+ U

)

+ F

= −
1

2

∂

∂θ

(

p>R−1p
)

−
∂U

∂θ
+ F

=
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F (176)

の関係式を用いればよい。ちなみに F は、前述の抵抗や外力がある場合は、

F =











...

σd − λdθ̇d

...











(177)

さもなくば Fd = 0(d = 1, . . . , n)である。

具体的に求めると、ハミルトンの正準方程式は以下のようになる。

θ̇ = R−1p (178)

ṗ =
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F =

1

2

(

θ̇>
∂R

∂θ1
θ̇, . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

=

















...

−
d−1
∑

i=1

md..nldliθ̇dθ̇iSd,i −
n
∑

i=d+1

mi..nldliθ̇dθ̇iSd,i

...

















−











...

md..ngld sin θd

...











+ F (179)

¤
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［発展］ 動座標系におけるラグランジュ運動方程式及びハミルトンの正準方程式の導出

O1 が時変の位置 Γ = (Γx,Γy)によって動くことにより、振り子が強制振動される場合を考える。i番目の質点の位置

ベクトルを ri = (xGi
, yGi

)として、この動座標系における運動エネルギー T は、

T =
1

2

n
∑

i=1

mi|ṙi|
2 +

n
∑

i=1

miΓ̇
>ṙi +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 (180)

となり、位置エネルギー U は、

U =

n
∑

i=1

migyGi
+

n
∑

i=1

migΓy (181)

となる。ここで、

n
∑

i=1

miΓ̇
>ṙi =

n
∑

i=1

mi(Γ̇x, Γ̇y)













i
∑

j=1

lj θ̇j cos θj

i
∑

j=1

lj θ̇j sin θj













=











...

mi..nli

(

Γ̇x cos θi + Γ̇y sin θi

)

...











> 









...

θ̇i

...











= p>Oθ̇ (182)

とおくと、ラグランジュ関数 Lは L = T − U より、

L =
1

2
θ̇>Rθ̇ + p>Oθ̇ +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 − U (183)

となり、ラグランジュ運動方程式は、

Rθ̈ + Ṙθ̇ +
∂pO

∂t
−

1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

+
∂U

∂θ
= F (184)

となる。但しここで、

∂pO

∂t
=











...

mi..nli

(

Γ̈x cos θi + Γ̈y sin θi

)

...











(185)

である。
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この場合の角運動量 pは、p = Rθ̇ + pO であるので、θ̇ = R−1 (p− pO) より、ハミルトニアンH は、

H =
1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U (186)

であり、ハミルトニアンH からハミルトンの正準方程式を得るには以下

θ̇ =
∂H

∂p
=

∂

∂p

{

1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U

}

= R−1 (p− pO) (187)

ṗ = −
∂H

∂θ
+ F = −

∂

∂θ

{

1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U

}

+ F

= −
1

2

∂

∂θ

{

(p− pO)
>
R−1 (p− pO)

}

−
∂U

∂θ
+ F

= −

(

1

2
(p− pO)

> ∂R−1

∂θ1
(p− pO) +

∂ (p− pO)
>

∂θ1
R−1 (p− pO) , . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

= −

(

−
1

2
θ̇>

∂R

∂θ1
θ̇ −

∂p>O
∂θ1

θ̇, . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

=
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

+
∂

∂θ

(

p>Oθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F (188)

の関係式を用いればよい。但しここで、

∂

∂θ

(

p>Oθ̇
)

=











...

mi..nli

(

−Γ̇x sin θi + Γ̇y cos θi

)

θ̇i

...











(189)

である。
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5 直列多重剛体振り子

(問題) n個の剛体が直列に連結された多重剛体振り子 (Series-

Multiple Rigid Pendulum)がある。これらは重力と逆向きの方向

を y軸とする xy平面上で回転運動するものとする。剛体 1は質量

m1 で、原点 Oに固定された回転軸 O1 をもち、O1 から剛体 1の

重心 G1 までの距離を c1 とする。また、剛体 1の G1 周りの慣性

モーメントを IG1
とする。

その他の剛体 i(i = 2, . . . n)は質量miで、剛体 i− 1上のOi−1

から距離 bi−1、角度∠Gi−1Oi−1Oi = βi−1の回転軸Oiをもち、Oi

から剛体 iの重心 Gi までの距離を ci とする。また、剛体 iの Gi

周りの慣性モーメントを IGi
とする。

この多重剛体振り子のラグランジュ運動方程式を記述せよ。ま

た、計算機シミュレーションなどをしやすいように、求められた 2

階常微分方程式を連立の 1階常微分方程式に変換せよ。

また、この振り子が各々の角速度に比例する抵抗や外力を受け

ている場合においても同様に求めよ。

O

m  g1

m  g2

m  gn

c1

c2

cn

b1

b2
β1

β2

(解答) 剛体 i(i = 1, . . . , n)の y軸に対する角度を θi とする。剛体 i(i = 1, . . . , n)の重心 Gi の座標 (xGi
, yGi

)および

その速度 VGi
の 2乗は、

xGi
=

i−1
∑

j=1

bj sin(θj + βj) + ci sin θi (190)

yGi
= −

i−1
∑

j=1

bj cos(θj + βj)− ci cos θi (191)

V 2
Gi

= ẋ2
Gi

+ ẏ2
Gi

=







i−1
∑

j=1

bj θ̇j cos(θj + βj) + ciθ̇i cos θi







2

+







i−1
∑

j=1

bj θ̇j sin(θj + βj) + ciθ̇i sin θi







2

=

i−1
∑

j=1

b2j θ̇
2
j + c2i θ̇

2
i + 2

i−1
∑

j=1

i−1
∑

k=j+1

bjbkθ̇j θ̇k cos(θj + βj − θk − βk) + 2

i−1
∑

j=1

bjciθ̇j θ̇i cos(θj + βj − θi)

(192)

となる。ここで、剛体 i(i = 1, . . . , n)の運動エネルギー Ti および位置エネルギー Ui は、

Ti =
1

2
IGi

θ̇2
i +

1

2
miV

2
Gi

=
1

2
IGi

θ̇2
i +

1

2
mi





i−1
∑

j=1

b2j θ̇
2
j + c2i θ̇

2
i





+mi

i−1
∑

j=1

i−1
∑

k=j+1

bjbkθ̇j θ̇k cos(θj + βj − θk − βk) +mi

i−1
∑

j=1

bjciθ̇j θ̇i cos(θj + βj − θi)

(193)

Ui = migyGi

= −mig







i−1
∑

j=1

bj cos(θj + βj) + ci cos θi







(194)
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となる。この多重剛体振り子のラグランジュ関数 Lは、

L = T − U

=
n
∑

i=1

Ti −
n
∑

i=1

Ui

=

n
∑

i=1







1

2
IGi

θ̇2
i +

1

2
mi





i−1
∑

j=1

b2j θ̇
2
j + c2i θ̇

2
i











+

n
∑

i=1







mi

i−1
∑

j=1

i−1
∑

k=j+1

bjbkθ̇j θ̇k cos(θj + βj − θk − βk) +mi

i−1
∑

j=1

bjciθ̇j θ̇i cos(θj + βj − θi)







+

n
∑

i=1

mig







i−1
∑

j=1

bj cos(θj + βj) + ci cos θi







=
1

2

n
∑

i=1

(

IGi
+mic

2
i

)

θ̇2
i +

1

2

n
∑

i=1

mi

i−1
∑

j=1

b2j θ̇
2
j

+

n
∑

i=1

mi

i−1
∑

j=1

i−1
∑

k=j+1

bjbkθ̇j θ̇k cos(θj + βj − θk − βk) +

n
∑

i=1

mi

i−1
∑

j=1

bjciθ̇j θ̇i cos(θj + βj − θi)

+

n
∑

i=1

mig

i−1
∑

j=1

bj cos(θj + βj) +

n
∑

i=1

migci cos θi

=
1

2

n
∑

i=1

(

IGi
+mic

2
i +

n
∑

k=i+1

mkb
2
i

)

θ̇2
i

+
1

2

n
∑

i=1

i−1
∑

j=1

{

n
∑

k=i+1

mkbibj θ̇iθ̇j cos(θi + βi − θj − βj) +mibjciθ̇iθ̇j cos(θj + βj − θi)

}

+
1

2

n
∑

i=1

n
∑

j=i+1







n
∑

k=j+1

mkbibj θ̇iθ̇j cos(θi + βi − θj − βj) +mjbicj θ̇iθ̇j cos(θi + βi − θj)







+

n
∑

i=1

{

n
∑

k=i+1

mkgbi cos(θi + βi) +migci cos θi

}

(195)

となる。このラグランジュ関数 Lから θd(d = 1, . . . , n) に関するラグランジュ運動方程式をたてるには、以下の関係式

を用いればよい。

d

dt

∂L

∂θ̇d

−
∂L

∂θd

= 0

これを具体的に求めると、

∂L

∂θ̇d

= (IGd
+mdc

2
d +md+1..nb

2
d)θ̇d

+
1

2

n
∑

i=1

d=i

i−1
∑

j=1

d=j

{

mi+1..nbibj
∂

∂θ̇d

θ̇iθ̇jCi,j +mibjci
∂

∂θ̇d

θ̇iθ̇jCj,i

}

+
1

2

n
∑

i=1

d=i

n
∑

j=i+1

d=j

{

mj+1..nbibj
∂

∂θ̇d

θ̇iθ̇jCi,j +mjbicj
∂

∂θ̇d

θ̇iθ̇jCi,j

}

= (IGd
+mdc

2
d +md+1..nb

2
d)θ̇d

+
d−1
∑

i=1

md+1..nbdbiθ̇iCd,i +
n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbiθ̇iCd,i +
d−1
∑

i=1

mdbicdθ̇iCi,d +
n
∑

i=d+1

mibdciθ̇iCd,i

(196)
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⇒
d

dt

∂L

∂θ̇d

= (IGd
+mdc

2
d +md+1..nb

2
d)θ̈d

+

d−1
∑

i=1

md+1..nbdbi

{

θ̈iCd,i − θ̇i(θ̇d − θ̇i)Sd,i

}

+

n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbi

{

θ̈iCd,i − θ̇i(θ̇d − θ̇i)Sd,i

}

+

d−1
∑

i=1

mdbicd

{

θ̈iCi,d+θ̇i(θ̇d − θ̇i)Si,d

}

+

n
∑

i=d+1

mibdci

{

θ̈iCd,i − θ̇i(θ̇d − θ̇i)Sd,i

}

= (IGd
+mdc

2
d +md+1..nb

2
d)θ̈d

+

d−1
∑

i=1

md+1..nbdbiθ̈iCd,i −

d−1
∑

i=1

md+1..nbdbiθ̇i(θ̇d − θ̇i)Sd,i

+

n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbiθ̈iCd,i −

n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbiθ̇i(θ̇d − θ̇i)Sd,i

+
d−1
∑

i=1

mdbicdθ̈iCi,d+
d−1
∑

i=1

mdbicdθ̇i(θ̇d − θ̇i)Si,d

+

n
∑

i=d+1

mibdciθ̈iCd,i −

n
∑

i=d+1

mibdciθ̇i(θ̇d − θ̇i)Sd,i

= (IGd
+mdc

2
d +md+1..nb

2
d)θ̈d

+
d−1
∑

i=1

md+1..nbdbiθ̈iCd,i −
d−1
∑

i=1

md+1..nbdbiθ̇dθ̇iSd,i +
d−1
∑

i=1

md+1..nbdbiθ̇
2
i Sd,i

+

n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbiθ̈iCd,i −

n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbiθ̇dθ̇iSd,i +

n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbiθ̇
2
i Sd,i

+

d−1
∑

i=1

mdbicdθ̈iCi,d+

d−1
∑

i=1

mdbicdθ̇dθ̇iSi,d−

d−1
∑

i=1

mdbicdθ̇
2
i Si,d

+

n
∑

i=d+1

mibdciθ̈iCd,i −

n
∑

i=d+1

mibdciθ̇dθ̇iSd,i +

n
∑

i=d+1

mibdciθ̇
2
i Sd,i (197)

−
∂L

∂θd

=
1

2

n
∑

i=1

d=i

i−1
∑

j=1

d=j

{

mi+1..nbibj θ̇iθ̇j

∂

∂θd

Ci,j +mibjciθ̇iθ̇j

∂

∂θd

Cj,i

}

+
1

2

n
∑

i=1

d=i

n
∑

j=i+1

d=j

{

mj+1..nbibj θ̇iθ̇j

∂

∂θd

Ci,j +mjbicj θ̇iθ̇j

∂

∂θd

Ci,j

}

+md+1..ngbd sin(θd + βd) +mdgcd sin θd

=

d−1
∑

i=1

md+1..nbdbiθ̇dθ̇iSd,i +

n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbiθ̇dθ̇iSd,i

−
d−1
∑

i=1

mdbicdθ̇dθ̇iSi,d +
n
∑

i=d+1

mibdciθ̇dθ̇iSd,i +md+1..ngbd sin(θd + βd) +mdgcd sin θd (198)

但しここで、

mk..l =

l
∑

j=k

mj

Ci,j = cos(θi + βi − θj − βj) = cos(βi − βj) cos(θi − θj)− sin(βi − βj) sin(θi − θj)

Si,j = sin(θi + βi − θj − βj) = sin(βi − βj) cos(θi − θj) + cos(βi − βj) sin(θi − θj)

Ci,j = cos(θi + βi − θj) = cosβi cos(θi − θj)− sinβi sin(θi − θj)

Si,j = sin(θi + βi − θj) = sinβi cos(θi − θj) + cosβi sin(θi − θj)
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ゆえに、θd(d = 1, . . . , n)に関するラグランジュ運動方程式は、

(IGd
+mdc

2
d +md+1..nb

2
d)θ̈d

+
d−1
∑

i=1

md+1..nbdbiθ̈iCd,i +
n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbiθ̈iCd,i +
d−1
∑

i=1

mdbicdθ̈iCi,d +
n
∑

i=d+1

mibdciθ̈iCd,i

+

d−1
∑

i=1

md+1..nbdbiθ̇
2
i Sd,i +

n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbiθ̇
2
i Sd,i−

d−1
∑

i=1

mdbicdθ̇
2
i Si,d +

n
∑

i=d+1

mibdciθ̇
2
i Sd,i

+md+1..ngbd sin(θd + βd) +mdgcd sin θd = 0 (199)

となる10。 ¤

これを連立 1階微分方程式にするために、この 2階微分方程式を以下のように表す。

Rθ̈ = v (R ∈ Rn×n, θ̈,v ∈ Rn) (200)

さらに、

ϑd = θ̇d

とおくことにより以下の連立 1階微分方程式を得る。

θ̇d = ϑd (201)

ϑ̇d = [R−1v]d (202)

但しここで、

R =





















I1..n

. . . mibdciCd,i +mi+1..nbdbiCd,i

Id..n

mdbicdCi,d +md+1..nbdbiCd,i

. . .

In..n





















(203)

v =



























...
d−1
∑

i=1

mdbicdϑ
2
iSi,d −

n
∑

i=d+1

mibdciϑ
2
iSd,i −mdgcd sin θd

−

d−1
∑

i=1

md+1..nbdbiϑ
2
iSd,i −

n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbiϑ
2
iSd,i −md+1..ngbd sin(θd + βd)

...



























(204)

Ii = IGi
+mic

2
i

Ii..n = Ii +mi+1..nb
2
i

である。 ¤

10確認のために n = 2 として書き下すと、確かに式 (16),(17) に対応する。
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また、各々の角速度に比例する抵抗などの減衰や強制振動のような外力がある場合は、θ̇d(d = 1, . . . , n)それぞれに対

する減衰定数を λd、外力を σd とすると、θd(d = 1, . . . , n)に関するラグランジュ運動方程式は式 (199)から、

(IGd
+mdc

2
d +md+1..nb

2
d)θ̈d

+

d−1
∑

i=1

md+1..nbdbiθ̈iCd,i +

n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbiθ̈iCd,i +

d−1
∑

i=1

mdbicdθ̈iCi,d +

n
∑

i=d+1

mibdciθ̈iCd,i

+
d−1
∑

i=1

md+1..nbdbiθ̇
2
i Sd,i +

n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbiθ̇
2
i Sd,i−

d−1
∑

i=1

mdbicdθ̇
2
i Si,d +

n
∑

i=d+1

mibdciθ̇
2
i Sd,i

+md+1..ngbd sin(θd + βd) +mdgcd sin θd = σd − λdθ̇d (205)

となる11。 ¤

よって、式 (201),(202)に対応する減衰や外力がある場合の連立一階微分方程式は以下のようになる。

θ̇d = ϑd (206)

ϑ̇d = [R−1w]d (207)

但しここで、

R =





















I1..n

. . . mibdciCd,i +mi+1..nbdbiCd,i

Id..n

mdbicdCi,d +md+1..nbdbiCd,i

. . .

In..n





















(208)

w =































...
d−1
∑

i=1

mdbicdϑ
2
iSi,d −

n
∑

i=d+1

mibdciϑ
2
iSd,i −mdgcd sin θd

−

d−1
∑

i=1

md+1..nbdbiϑ
2
iSd,i −

n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbiϑ
2
iSd,i −md+1..ngbd sin(θd + βd)

+σd − λdϑd

...































(209)

である。 ¤

11確認のために n = 2 として書き下すと、確かに式 (26),(27) に対応する。
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［補足］ ハミルトンの正準方程式の導出

ここで、運動エネルギー T を以下のように表す。

T =
1

2
θ̇>Rθ̇ (210)

但しここで、θ ∈ Rn である。すると、角運動量 p は、p = Rθ̇ と表される。ハミルトニアンH は

H =
1

2
p>R−1p+ U (211)

であり、ハミルトニアンH からハミルトンの正準方程式を得るには以下

θ̇ =
∂H

∂p
=

∂

∂p

(

1

2
p>R−1p+ U

)

= R−1p (212)

ṗ = −
∂H

∂θ
+ F = −

∂

∂θ

(

1

2
p>R−1p+ U

)

+ F

= −
1

2

∂

∂θ

(

p>R−1p
)

−
∂U

∂θ
+ F

=
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F (213)

の関係式を用いればよい。ちなみに F は、前述の抵抗や外力がある場合は、

F =











...

σd − λdθ̇d

...











(214)

さもなくば Fd = 0(d = 1, . . . , n)である。

具体的に求めると、ハミルトンの正準方程式は以下のようになる。

θ̇ = R−1p (215)

ṗ =
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F =

1

2

(

θ̇>
∂R

∂θ1
θ̇, . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

=



























...
d−1
∑

i=1

mdbicdθ̇dθ̇iSi,d −
n
∑

i=d+1

mibdciθ̇dθ̇iSd,i

−

d−1
∑

i=1

md+1..nbdbiθ̇dθ̇iSd,i −

n
∑

i=d+1

mi+1..nbdbiθ̇dθ̇iSd,i

...



























−











...

mdgcd sin θd +md+1..ngbd sin(θd + βd)
...











+ F

(216)

¤
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［発展］ 動座標系におけるラグランジュ運動方程式及びハミルトンの正準方程式の導出

O1 が時変の位置 Γ = (Γx,Γy)によって動くことにより、振り子が強制振動される場合を考える。i番目の質点の位置

ベクトルを ri = (xGi
, yGi

)として、この動座標系における運動エネルギー T は、

T =
1

2

n
∑

i=1

mi|ṙi|
2 +

n
∑

i=1

miΓ̇
>ṙi +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 (217)

となり、位置エネルギー U は、

U =

n
∑

i=1

migyGi
+

n
∑

i=1

migΓy (218)

となる。ここで、

n
∑

i=1

miΓ̇
>ṙi =

n
∑

i=1

mi(Γ̇x, Γ̇y)













i−1
∑

j=1

bj θ̇j cos(θj + βj) + ciθ̇i cos θi

i−1
∑

j=1

bj θ̇j sin(θj + βj) + ciθ̇i sin θi













=











...

mi+1..nbi

(

Γ̇x cos(θi + βi) + Γ̇y sin(θi + βi)
)

+mici

(

Γ̇x cos θi + Γ̇y sin θi

)

...











> 









...

θ̇i

...











= p>Oθ̇

(219)

とおくと、ラグランジュ関数 Lは L = T − U より、

L =
1

2
θ̇>Rθ̇ + p>Oθ̇ +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 − U (220)

となり、ラグランジュ運動方程式は、

Rθ̈ + Ṙθ̇ +
∂pO

∂t
−

1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

+
∂U

∂θ
= F (221)

となる。但しここで、

∂pO

∂t
=











...

mi+1..nbi

(

Γ̈x cos(θi + βi) + Γ̈y sin(θi + βi)
)

+mici

(

Γ̈x cos θi + Γ̈y sin θi

)

...











(222)

である。
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この場合の角運動量 pは、p = Rθ̇ + pO であるので、θ̇ = R−1 (p− pO) より、ハミルトニアンH は、

H =
1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U (223)

であり、ハミルトニアンH からハミルトンの正準方程式を得るには以下

θ̇ =
∂H

∂p
=

∂

∂p

{

1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U

}

= R−1 (p− pO) (224)

ṗ = −
∂H

∂θ
+ F = −

∂

∂θ

{

1

2
(p− pO)

>
R−1 (p− pO) +

1

2

n
∑

i=1

mi|Γ̇|
2 + U

}

+ F

= −
1

2

∂

∂θ

{

(p− pO)
>
R−1 (p− pO)

}

−
∂U

∂θ
+ F

= −

(

1

2
(p− pO)

> ∂R−1

∂θ1
(p− pO) +

∂ (p− pO)
>

∂θ1
R−1 (p− pO) , . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

= −

(

−
1

2
θ̇>

∂R

∂θ1
θ̇ −

∂p>O
∂θ1

θ̇, . . .

)>

−
∂U

∂θ
+ F

=
1

2

∂

∂θ

(

θ̇>Rθ̇
)

+
∂

∂θ

(

p>Oθ̇
)

−
∂U

∂θ
+ F (225)

の関係式を用いればよい。但しここで、

∂

∂θ

(

p>Oθ̇
)

=











...

mi+1..nbi

(

−Γ̇x sin(θi + βi) + Γ̇y cos(θi + βi)
)

θ̇i +mici

(

−Γ̇x sin θi + Γ̇y cos θi

)

θ̇i

...











(226)

である。
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改訂履歴

初版 この文献は、1996年 4月東京電機大学で行なった非線形関連のセミナーでの配布資料として執筆したものであり、

多重振り子の教材として好評なカオス人形 (通称カオスマン、商品名ペンダモニウム)の拙作シミュレータの技術

資料です。ちなみにその後、このコンピュータシミュレーションは放送大学の授業で使用しています。

第二版 初版で扱っていた並列の多重剛体振り子に加えて、ポピュラーな直列の多重剛体振り子についての導出を追加し

ました。

第三版 それぞれの振り子について、ハミルトニアンの正準方程式も添えました。また、1番目の振り子の支点の座標が

時間によって変動することにより強制振動される場合についての運動方程式の導出を加えました。
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初期の段階で、2重剛体振り子の初歩について、村重 淳 氏の御指導を頂きました。
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